
18. Kompozicije refleksija

Videli smo da je svaka izometrija prave/ravni/prostora
kompozicija do 2/3/4 refleksije. Sada mo�emo posmatrati
neke posebne kompozicije refleksija.

Izometrije prave. Svaka izometrija prave je ili

centralna refleksija SA (indirektna) ili kompozicijaI = SB ○ SA (direktna).

Ako je A = B onda je I = E , identiqko preslikava�e.
Ako je A ≠ B:

Neka je X proizvo	na taqka prave SA(X ) = X1,SB(X1) = X ′. Kako je A sredixte XX1, a B

sredixte X1X
′ mo�e se pokazati da je XX ′ = 2AB i da je

XX ′ ⇉ AB (*). Zato I = SB ○ SA nazivamo translacijom i

oznaqavamo τ
2
Ð→
AB

. Translacija nema fiksnih taqaka.

Va�i τÐ→
AB

= τÐ→
CD
⇔ SB ○SA = SD ○SC ,⇔(∗) CD ≅ AB i CD ⇉ AB.

Dakle, mo�emo τ predstaviti pomo�u bilo koje dve taqke C

i D, t.d. je
Ð→
AB = Ð→CD.

Teorema ( Klasifikacija izometrija prave)

Indirektne izometrije (apsolutne) prave su centralne

refleksije, a direktne izometrije su identiqko preslikava�e

i translacije.

Izometrije ravni. Navedimo neke tipove izometrija.

1. Neka a ∩ b = {O} i I = Sb ○ Sa.
Neka je X proizvo	na taqka �ihove ravni,Sa(X ) = X1, Sb(X1) = X ′. Tada je
OX ≅ OX1 ≅ OX ′. Neka su A ∈ a i B ∈ b
sredixta XX1 i X1X

′. S obzirom da su OA i

OB redom bisektrise uglova ∠XOX1 i ∠X1OX
′, mo�e se

pokazati da je ∠XOX ′ = 2∠AOB, i da je △XOX ′ ⇉△AOB.
Mo�emo tada re�i i da su uglovi isto orijentisani i pisati∠↖XOX ′ = 2∠↖AOB.



I = Sb ○ Sa nazivamo centralnom rotacijom ravni i

oznaqavamo RO,α, gde je α = 2∠↖AOB. RO,α je direktna

transformacija. O je �ena jedina fiksna taqka (jer je

direktna izometrija sa bar dve fiksne taqke koincidencija,

pa bi Sb = Sa).
Specijalno,

ako je a�b, ∠AOB je opru�en, pa je O
sredixte XX ′. Tada ovu transformaciju
zovemo centralnom simetrijom ravni i

oznaqavamo sa SO . Va�i S−1O = SO .

Obratimo pa��u, centralna simetrija ravni je direktna

transformacija, a centralna refleksija prave indirektna.

2. Neka a ≠ b i neka postoji prava s, s�a,b, koja ih seqe redom
u A i B.

Neka je X ∈ s, Y ∈/ s i neka Sa ∶ X ,Y ↦ X1,Y1,Sb ∶ X1,Y1 ↦ X ′,Y ′. Taqke X ,X1,X
′ su

kolinearne i XX ′ = 2AB, XX ′ ⇉ AB.

U hiperboliqkoj ravni Y , Y ′ i Y1 ne�e biti kolinearne!

Transformaciju I = Sb ○ Sa zovemo translacijom ravni i

oznaqavamo sa τ
2
Ð→
AB

. Ona je direktna. Translacija nema

fiksnih taqaka (jer iz Sb ○ Sa(X ) = X sledi X ∈ a ∩ b).

Primedba Ako je Sb ○ Sa = Sc ○Sd , tj. ekvivalentno Sc ○ Sb ○Sa = Sd , prave a,b, c ,d pripadaju jednom pramenu i pri tom
je osa simetrije pravih a i c ista kao i za b i d .

Primedba...U sluqaju a,b ∈ XO va�i ∠↖AOB = ∠↖DOC , pa
rotaciju mo�emo predstaviti pomo�u bilo koje dve prave
koje se seku u O pod datim orijentisanim uglom.
U sluqaju a,b ∈ Xs , neka c ,d seku s u C i D. Va�i da je AB ≅
DC i AB ⇉ DC , pa translaciju ravni mo�emo predstaviti
pomo�u bilo koje dve prave d i c ortogonalne na s, takve da
je DC ≅ AB i DC ⇉ AB.

3. Neka je a,b ⊥ c , a ∩ c = {A}, b ∩ c = {B}, A ≠ B.

Izometrija I = Sc ○ Sb ○ Sa je I = Sc ○ τ
2
Ð→
AB

. S

obzirom da a,b ⊥ c odgovarju�e refleksije

komutiraju, pa je i I = τ
2
Ð→
AB

○ Sc . Ova
transformacija je klizaju�a refleksija.

Oznaqavamo je sa G
c,2
Ð→
AB

, gde A,B ∈ c . G
c,2
Ð→
AB

je

indirektna izometrija (kao kompozicija tri

refleksije).



Klizaju�a refleksija nema fiksnih taqaka (jer je indirektna

izometrija sa bar jednom fiksnom taqkom osna refleksija, a

onda bi a,b, c pripadale jednom pramenu.)

Teorema

Ako tri prave a,b, c jedne ravni ne pripadaju istom pramenu

onda je I = Sc ○ Sb ○ Sa klizaju�a refleksija.
Dokaz. I je indirektna transformacija (kao kompozicija tri

refleksije). Ako bi I imala bar jednu fiksnu taqku, onda bi

bila osna refleksija, a tada bi po definiciji a,b, c
pripadale jednom pramenu.

Neka je X proizvo	na taqka i I(X ) = X ′
(X ≠ X ′). Neka je O sredixte du�i XX ′.
Izometrija SO ○ I je indirektna (kao

kompozicija direktne i indirektne). Pri

tom, SO ○ I(X ) = X .

Kako SO ○ I ima bar jednu fiksnu taqku u pita�u je osna

refleksija Sp, za neku pravu p. Iz SO ○ I = Sp i S−1O = SO
sledi da je I = SO ○Sp. Pri tom, taqka O ∈/p (jer bi inaqe bila

fiksna za kompoziciju I = SO ○ Sp, a I nema fiksnih taqaka.)

SO mo�emo predstaviti pomo�u bilo koje dve prave koje se

seku u O pod pravim uglom.

Neka su zato r i q, t.d. O ∈ r ,q, r�p, a zatim q�r . Tada jeSO = Sr ○ Sq, a I = Sr ○ Sq ○ Sp, gde je r zajedniqka normala za p
i q, pa je I klizaju�a refleksija.

Izometrija ravni mo�e se predstaviti kao kompozicija do

tri osne refleksije. Ako je direktna onda je kompozicija dve

refleksije.

Ako je indirektna onda je ili (jedna) osna refleksija ili

kompozicija tri refleksije I = Sc ○ Sb ○ Sa.
Ako prave a,b, c pripadaju jednom pramenu, onda je I (ponovo)

osna refleksija.

Ako prave a,b, c ne pripadaju jednom pramenu onda je I
klizaju�a refleksija. Dakle va�i:

Teorema ( Klasifikacija indirektnih izometrija ravni)

Indirektne izometrije (apsolutne) ravni su osne refleksije i

klizaju�e refleksije.

Pokaza�e se da u euklidskoj ravni dve prave mogu da se pokla-
paju, da se seku u jednoj taqki ili imaju zajedniqku normalu,
pa �e direktne izometrije euklidske ravni biti koinciden-
cija, rotacije i translacije.

Primer Posmatrajmo izometriju ravni J = Sb ○Sa. Neka su
a,b normalne na s u A i B. Tada je J = τ

2
Ð→
AB

. Tada

I ○ τ
2
Ð→
AB

○ I−1 = I ○ Sb ○ Sa ○ I−1 =



Primer ... =(I ○ Sb ○ I−1) ○ (I ○ Sa ○ I−1) =Sb′ ○ Sa′ = J1
gde I ∶ a,b ↦ a′,b′. Neka I ∶ s,A,B ↦ s ′,A′,B ′. Tad je su a′ i
b′ ortogonalne na s ′ u A′ i B ′, pa je J1 = τ

2
ÐÐ→
A′B ′ .

Sliqno, ako a ∩ b = {O}, onda je J = RO,2∠↖(a,b), a transfor-
macija

I ○RO,2∠↖(a,b) ○ I−1 = RO′,2∠↖(a′,b′),
gde I ∶ a,b,O ↦ a′,b′,O ′. Pri tom je ∠↖(a′,b′) = ±∠↖(a,b) u
zavisnosti od toga da li je I direktna ili ne.

Izometrije prostora. Izometrija prostora mo�e se

prikazati kao kompozicija do qetiri ravanske refleksije.

Navex�emo neke tipove izometrija prostora.

Direktne izometrije.

1. Neka je I = Sβ ○ Sα i α = β. Tada I = E .
2. Neka je I = Sβ ○ Sα.

Neka α ∩ β = s. Fiksne taqke transformacije
su taqke ose s. Ako X ∈/ s, neka je πX�s ravan
koja sadr�i X . Ako I(X ) = X ′ onda X ′ ∈ πX .
Neka πX ∩ s = {O}. Va�i da je OX ≅ OX ′ i∠↖XOX ′ = 2∠↖(α,β). Transformaciju I
nazivamo osnom rotacijom i oznaqavamoRs,ω, gde je ω = 2∠↖(α,β).
Specijalno, ako je α�β, onda je ω opru�en

ugao, taqka O je sredixte du�i XX ′ a tada
ovu transformaciju jox nazivamo osnom

simetrijom i oznaqavamo Ss .

3. Neka je I = Sβ ○ Sα i neka postoji prava s,
t.d. s�α,β, koja ih redom seqe u taqkama A i B,
A ≠ B. I nema fiksnih taqaka (jer bi fiksna taqka

pripadala α ∩ β). Ako X ∈ s i I(X ) = X ′, onda je
XX ′ = 2AB i XX ′ ⇉ AB. Transformaciju nazivamo
translacijom prostora i oznaqavamo τ

2
Ð→
AB

.

4. Neka je I = Sδ ○ Sγ ○ Sβ ○ Sα, gde α ∩ β = s, δ, γ�s i
neka s seqe γ i δ redom u C i D. Tada jeI = τ

2
Ð→
CD

○Rs,2∠↖(α,β). Ovu transformaciju zovemo
zavojnim kreta�em i oznaqavamo Z

2
Ð→
CD,2∠↖(α,β) gde

je C ,D ∈ s. Zavojno kreta�e nema fiksnih taqaka.



Specijalno, ako je 2∠↖(α,β) opru�en ugao, tj.

ako je α�β, onda transformaciju zovemo
zavojnim poluobrtajem, Z

2
Ð→
CD

= τ
2
Ð→
CD

○ Ss .
Indirektne izometrije. Indirektna izometrija je

kompozicija 1 ili tri ravanske refleksije.

1. Transformacija mo�e biti I = Sα ravanska refleksija.

2. Neka je I = Sγ ○ Sβ ○ Sα
gde α∩β = s i s�γ. Tada je I = Sγ ○Rs,ω, gde je

ω = 2∠↖(α,β). Ovu transformaciju zovemo
osno-rotacionom refleksijom i

oznaqavamo sa Rs,ω,γ . Mo�e se pokazati da je

taqka {O} = s ∩ γ jedina fiksna taqka

izometrije.

Specijalno, ako je α�β, tj. ako je ω opru�en

ugao, onda je O sredixte du�i XX ′,I(X ) = X ′, a transformaciju jox zovemo

centralnom simetrijom prostora i

oznaqavamo SO .
3. Neka je I = Sγ ○ Sβ ○ Sα gde su ravni α i β
ortogonalne na pravu s ravni γ u taqkama A i

B, A ≠ B. Tada je I = Sγ ○ τ
2
Ð→
AB

.

Transformaciju zovemo klizaju�om

refleksijom prostora i oznaqavamo G
2
Ð→
AB,γ

,

gde A,B ∈ γ. Klizaju�a refleksija nema
fiksnih taqaka.

Mo�e se pokazati da su navedene transformacije jedine
izometrije euklidskog prostora.

Teorema (15.12)

Neidentiqke involucije prave, ravni ili prostora su

centralne, osne i ravanske refleksije, centralne simetrije

ravni i prostora, osna simetrija prostora. BD


