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1 Uvod

Pretpostavimo da je dat program sa opisom njegovog ponaSanja, odnosno sa
jasno definisanim izlaznim predikatom, koji opisuje relacije izmedu promenljivih
programa koje moraju da budu zadovoljene na kraju rada programa. Nekada
je takode dat i ulazni predikat koji definiSe ulazne uslove koji moraju da budu
zadovoljeni kako bi izvrSavanje programa imalo smisla. Zadatak je dokazati
da je program korektan u odnosu na dati ulazni i izlazni predikat, tj. dokazati
da za svako izvrsavanje programa za koje ulazne vrednosti zadovoljavaju ulazni
predikat, moZe da se garantuje da ée nakon izvrsavanja programa biti zadovoljen
izlazni predikat.

2 Dijagramski programi
Uoc¢imo tri vrste promenljivih, grupisane u vektore:

1. Ulazni vektor & = (x1, 2, ..., Tn) se sastoji od datih ulaznih vrednosti i ne
menja se za vreme izvrsavanja programa. Ulazni vektor je definisan nad
ulaznim domenom Dz = D, X Dy, X ... X Dy .

2. Programski vektor § = (y1,y2, ..., yn) se koristi za privremeno skladistenje
rezultata prilikom izvrSavanja programa. Programski vektor je definisan
nad programskim domenom Dy = Dy, x Dy, x ... x D, .

3. Izlazni vektor z = (z1, 22, ..., 2, ) sadrzi izlazne vrednosti kada se izvrsavanje
programa zavrsi. Izlazni vektor je definisan nad izlaznim domenom Dj; =
D, xD,, x..xD, .

Cetiri osnovne naredbe dijagramskog programa su

1. START naredba

gde je f(Z) : Dz — Dy funkcija definisana za sve vrednosti domena Dj.

2. naredba DODELE

y—9(z,9)




gde je ¢g(Z,7) : Dz x Dy — Dy funkcija definisana za sve vrednosti iz
Dz x Dy.

3. naredba USLOVA

gde je t(Z,y) predikat definisan za sve vrednosti iz Dz x Dj.

4. naredba ZAUSTAVLJANJA (ili HALT naredba)

(r )

gde je h(z,y) : Dz x Dy — D5 funkcija definisana za sve vrednosti iz
Dz x Dy.

Definicija 1 Dijagramski program je proizvoljan dijagram konstruisan od o0s-
novne cetiri naredbe tako da vazi:

e postoji tacno jedna START naredba;

e svaka naredba DODELE ili USLOVA nalazi se na putu od naredbe START
do neke naredbe ZAUSTAVLJANJA.

Program moze da se izvrdi ako je data vrednost £ € D, za ulazni vektor Z.

1. IzvrSavanje uvek pocinje od START naredbe tako $to se inicijalizuje vred-

nost g sa f(§).

2. Izvrsavanje sledi granu do sledeée naredbe

i to tako Sto

e kad god se dode do naredbe DODELE, vredost § se zamenjuje sa
9(z,7),

e kad god se dode do naredbe USLOVA izvrsavanje prati T ili F granu,
u zavisnosti od toga da li je vrednost ¢(Z,y) tacno ili netac¢no pri
¢emu vrednost ¢ ostaje nepromenjena.



3. Ukoliko se prilikom izvrsavanja dijagramskog programa naide na naredbu
ZAUSTAVLJANJA tada se izlaznom vektoru z dodeljuje tekuca vrednost
¢ funkcije h(z,y) i tada je P(§) definisano i P(£) = (, a u suprotnom

— ako se izvrSavanje programa nikada ne zavrsava — kazemo da je P(€)
nedefinisano.

2.1 Verifikacija programa

Verifikacija dijagramskog programa zavisi od ulaznog i izlaznog predikata.
Ulazni predikat ¢(Z) definisan na domenu Dy opisuje elemente domena Dz
koji mogu da budu koriséeni kao ulazne vrednosti programa. Nas, dakle, in-
teresuje ponasanje naseg programa samo za one elemente domena Dj; za koje je
»(Z) tacno.
Tzlazni predikat ¢ (Z, Z) definisan na Dz x D5 opisuje odnos koji mora da bude
zadovoljen izmedu ulaznih i izlaznih promenljivih nakon izvrSavanja programa.

Definicija 2 Program P se zaustavlja u odnosu na ulazni predikat ¢ ako se
njegovo izvrsavanje zaustavlja za svaku ulaznu vrednost € takvu da je (&) tacno.

Definicija 3 Program P je parcijalno korektan u odnosu na ¢ i1 ako za svaku
ulaznu vrednost § takvu da je (&) tacno i izvrsavanje programa se zaustavlja,
vazi da je (&, P(£)) tacno.

Definicija 4 Program P je tatalno korektan u odnosu na ¢ i1 ako za svaku
ulaznu vrednost § takvu da je ¢(§) tacno, vaZi da se izrvsavanje programa zaus-
tavlja i da je (&, P(£)) tacno.

Primetimo da je razlika izmedu parcijalne i totalne korektnosti u tome sto se

za totalnu korektnost garantuje zaustavljanje programa ukoliko je (&) tacno,
dok se za parcijalnu korektnost to ne garantuje.

Definicija 5 Verifikacija programa P za dati ulazni predikat o(Z) i izlazni
predikat (T, %)) je dokazivanje totalne korektnosti programa u ondosu na ¢
i,

Verifikaciju programa najcesée je lakse dokazati u dva odvojena koraka:

1. dokazivanje parcijalne korektnosti programa u odnosu na ¢ i ¥;

2. dokazivanje zaustavljanja programa u odnosu na (.

Primer 1 (Celobrojno deljenje — dokaz totalne korektnosti) Dokazati
totalnu korektnost programa za celobrojno deljenje dva broja.

Dijagramski program na slici 1 izra¢unava celobrojni kolicnik z; i ostatak zo
prilikom deljenja promenljive x; sa promenljivom x2, pri uslovu da je ;1 > 0
ixzg > 0. U ovom primeru je T = (z1,22), § = (Y1,92), 2 = (21,22) i
Dz = Dy = Dz = {svi parovi celih brojeva}.

Najpre ¢emo pokazati da je program parcijalno korektan u odnosu na ulazni
predikat
o(x1,22) i 21 > 0Nz >0



(o )

(y1,92) < (0,21)

(y1,92) — (y1 + 1,y2 — x2) (21,22) < (y1,92)

( mr )

Slika 1: Dijagramski program za izra¢unavanje celobrojnog deljenja

(8to pokazuje da smo zainteresovani samo za izvrSavanje programa kada su obe
promenljive nenegativne) i izlazni predikat

(@1, T2,21,22) 1 x1 = 2102 + 22 N0 < 29 < 29

(koji zapravo i predstavlja definiciju celobrojnog deljenja).
Zatim ¢emo pokazati da se program zaustavlja u odnosu na

@' (z1,22) 121 > 0Axg > 0.

Ako dokazemo da je program parcijalno korektan u odnosu na ¢ i ¢ i da se
zaustavlja u odnosu na ¢’, sledi da je program totalno korektan u odnosu na ¢’
i 1. Sustinska razlika izmedu ¢ i ¢’ je u iskljucivanju slucaja zo = 0 jer se tada
program ne zaustavlja.

Da bismo dokazali parcijalnu korektnost programa celobrojnog deljenja u
odnosu na ¢ i 9 pridruzi¢emo ulazni predikat ¢ tacki A, a izlazni predikat 1
tacki C' dijagrama (pogledati sliku 2). Glavni problem u verifikaciji programa je
obraditi petlje. Petlja ovog programa postaje podesna za rukovanje presecanjem
programa u tacki B ¢ime se tok programa deli na tri putanje: prvu oznacimo
sa a (POCETAK) (od tacke A do tacke B(strelice 1 i 2 na slici 2)), drugu
sa 8 (PETLJA) (od tacke B do tacke B (strelice 3,4,5)) i treéu sa v (KRAJ)
(od tacke B do C (strelice 3,6,7)). Sva mogucéa izvrenja programa moraju
prvo prodéi putanju «, zatim nula ili vise puta putanju § i na kraju zavrsiti



2
B’- ————— Cut
3
T F
5
4 6
(y1,92) — (y1 +1,y2 — x2) (21, 22) < (y1,92)

—————————— T1 = 21T2 + 22
AN 0< 22 <mg

| 7 P(x1, 22,21, 22) :
of

Slika 2: Dijagramski program za izra¢unavanje celog dela broja x

sa putanjom <, Sto znaci da su sva izvrSenja programa ,,pokrivena“ sa ove tri
putanje.

U cilju dokazivanja parcijalne korektnosti programa, odredimo predikat p(x1,
Z2,Y1,Y2) koji ée opisivati odnos izmedu programskih promenljivih u tacki B.
Podesan predikat za ovu svrhu je

T1 =172 +y2 Ay2 > 0.

Na ovaj nacin program je ,,pokriven® sa tri putanje od kojih svaka pocinje
i zavrSava se predikatom. Parcijalna korektnost se dokazuje proverom svake
od tri petlje i dokazom da ako je pocetni predikat za tu petlju tacan za neke
vrednosti Z i ¢, onda je, nakon prolaska kroz tu putanju, zavrsni predikat takode
tacan ali za nove vrednosti Z i 4.

U programu celobrojnog deljenja, proverom putanje a moze se utvrditi da
je predikat p(z1,22,y1,y2) tacan pri prvom ulasku u petlju programa (pret-
postavlja se da je ulazni predikat zadovoljen). Proverom putanje § moze se
pokazati da ako je p(x1,x2,y1,y2) taéno pri ulasku u petlju prvi put, bice
tacno i drugi put, ako je tacno drugi put bi¢e tac¢no i treé¢i put i tako dalje.
Proverom putanje v moze se utvrditi da ako je petlja napustena tako da je
predikat p(z1, z2,y1,y2) tacan, onda ée i izlazni predikat biti tacan. Predikat
p(x1, T2, Y1, y2) se jos naziva i invarijanta petlje.

U cilju kompletiranja dokaza parcijalne korektnosti programa celobrojnog



deljenja, moramo izvrsiti gore pomenute provere putanja «, i y. Ove provere
se sastoje iz dva dela: prvo se konstruiSu uslovi provere u terminima zadatih
predikata, a zatim se dokazuju. Konstruisanje uslova provere putanje obi¢no se
vrsi vracanjem unazad kroz putanju razmatrajuci svaki iskaz redom.

1. Putanja o

l_ _____ p(z1,z2,y1,Y2)

Postavlja se pitanje Sta je to Sto mora biti tacno u tacki A tako da
posle izvrsetka iskaza (y1,y2) < (0,21), budemo sigurni da ¢e predikat
p(x1, 22, y1,y2) biti tacan. Odgovor je p(z1,x2,0,21), koji je formiran za-
menom svake pojave y; u predikatu sa nulom a yo sa x;. Dakle, uslov
provere za putanju « je

o(x1,12) = p(x1,72,0,21)
a to se svodi na
[t1 >0A23>0]=[z1 =0 29 +x1 A1 >0

2. Putanja B

Da bi se konstruisao predikat provere za putanju 3, uslov naredbe USLOVA
mora biti zadovoljen.

Bo————- p(x1,z2,Y1,Y2)
3
T
(e )
4
(W1,92) — (y1 + 1,92 — x2)
5
BL— _________________ p(xl,I%ylvy?)

Predikat p(z1, 2, Y1, y2) se izvodi prolaskom unazad i zamenom (y1,ys2) <
(y1 + 1,y2 — x2) ¢ime se dobija p(z1,22,y1 + 1,y2 — x2). Iako naredba



USLOVA ne menja vrednosti nijedne programske promenljive, ona daje
dodatne korisne informacije zato $to je nakon testa sigurno da vazi yo > .
Opet se postavlja isto pitanje kao i za putanju «a: Sta je to sto treba da
bude ta¢no na strelici 3 tako da kad uslov naredbe USLOVA bude ta¢an
(tj. kada je yo > xo tatno), da i predikat p(z1,22,y1 + 1,y2 — x2) bude
tacan na strelici 47 U ovom slucaju odgovor je jasan: to je ys > zo =
p(x1,x2,y1 + 1,y2 — x2). Kompletna analiza putanje (3 je predstavljena
slikom:

Beg————- p(z1,2,y1,y2)
3p————— y2 > x2 D p(x1,x2,y2 + 1,y2 — x2)
T
e )
df-—————m = (z1, 22,91 + 1,y2 — x2)
(y17y2) — (yl + 17y2 - $2)
5
] S — p(w1,72,91,Y2)

U ovom slucaju uslov provere koji treba da se dokaze je
p(@1,72,Y1,92) = [y2 > T2 = p(z1, 22, Y1 + 1, y2 — 22)]
Sto je ekvivalentno sa

p(x1, T2, Y1, Y2) ANY2 > 2o = p(z1, 22,91 + 1,y2 — x2)

. Putanja v

Rezultat analize putanje v dat je na sledecoj slici:

Be¢————- p(z1, 22,91, y2)
Jp————- y2 < x2 D (x1,x2,y1,Y2)
( v > o2 F
6r————————— ¥(x1, 22, Y1,Y2)

o] S Y(w1, 72, 21, 22)



Uslov provere koji treba dokazati je

p(x1, T2, Y1, Y2) = [y2 < T2 = Y(x1, T2, Y1, Y2)]

Sto je ekvivalentno sa
p(T1, T2, Y1,Y2) A y2 < 2 = P(T1, 72,91, Y2)-

Dakle, formirali smo tri uslova provere:

1. Sp(xlvl'Q) :>p(x17$2a07x1) (O[)
2. plxi,x2,y1,y2) ANy2 > T2 = p(x1, 22,91 + 1, y2 —x2)  (B)
3. p(x1,22,y1,92) ANy2 < T2 = Y(x1, T2, Y1, Y2) (7)

pri ¢emu je:
p(r1,22) i1 > 0Nz >0
p(r1,T2,y1,Y2) : T1 = Y182 + Y2 Ay2 > 0
(21,22, 21,22) 11 = 2122 + 22 N0 < 25 < X9

Kako su za sve cele brojeve x1,x2,¥y1,y2 sva tri uslova provere ispunjena,
program je parcijalno korektan u odnosu na ¢ i .

Za sada smo dokazali da kada se izvrSavanje programa zaustavi onda je
izlazni predikat tacan. No, nismo pokazali da ¢e se izvrSavanje programa ikada
zaustaviti. Dakle, da bismo verifikovali program celobrojnog deljenja, neophodno
je dokazati i njegovo zaustavljanje.

Zaustavljanje ¢emo dokazati u odnosu na

o' (z1,22) 1 21 > 0 A z2 > 0.
Dokazimo najpre da predikat
q(x1,22,91,92) 1 y2 > 0 Azg >0

ima osobinu da kad god se dospe u tacku B za vreme izvrSavanja programa,
onda je q(z1,%2,y1,y2) tactno za tekuée vrednosti promenljivih. Da bismo ovo
pokazali, moramo prvo da dokazemo sledeca dva verifikaciona uslova:

@/(xlva) = q(x17x2707$1)
q(T1,72,Y1,Y2) NY2 > T2 = q(z1,72,y1 + 1, y2 — 2).
Ova dva predikata svode se na uslove
($1 >0Axo >0) = (1‘1 > 0Nz >O)

(y2 > 0Az2 >0AY2 > x2) = (Y2 — 2 A2 > 0)

koji su ocigledno tac¢ni.

Primetimo da posto uslov x5 > 0 uvek vazi u tacki B, svaki put kad se
prode kroz petlju (od tacke B do tacke B), wvrednost promenljive yo opada.
Takode, vazi da je yo > 0 kada se god dode u tacku B. Kako u skupu prirodnih

brojeva ne postoji opadajuéi niz elemenata takav da je ag > a; > as > ..., ne
moze se beskona¢no mnogo puta proéi kroz petlju. Drugim re¢ima, program se
zaustavlja.

Koristec¢i ovaj prilaz, mozemo definisati opstu tehniku za izvodenje dokaza
korektnosti programa.
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2.2 Parcijalna korektnost

Dokaz parcijalne korektnosti se sastoji iz tri koraka:

1. Odredivanje prese¢nih tacaka programa kojim se izdvajaju sve moguce
putanje izvrSenja programa.

2. Pridruzivanje tim tackama odgovarajucih induktivnih tvrdenja.

3. Za svaku moguéu putanju izmedu dve tacke u programu konstruisanje
odgovarajuce relacije.

Teorema 1 (Metod induktivnih tvrdenja (Floyd)) Ako na dati program
P, ulazni predikat p(z) i izlazni predikat ¥ (T, z) primenimo navedena tri koraka
1 ukoliko su sve relacije konstruisane u trecem koraku tacne, onda kaZemo da je
program parcijalno korektan u odnosu na ulazni predikat o(Z) i izlazni predikat

W(Z, 2).

Pre navodenja primera dokaza parcijalne korektnosti programa, uvedimo
nekoliko novih oznaka. Neka je a oznaka za putanju od i-te do j-te presecne
tacke. Sa R, (Z,y) oznacava¢emo predikat koji iskazuje uslov koji treba biti
ispunjen da bi se presla ova putanja, a sa r,(Z, ) predikat koji opisuje transfor-
maciju promenljive g pri prelasku putanje «. Jednostavan metod za odredivanje
vrednosti za R, 1 7, je tehnika zamenjivanja unazad: inicijalno, R, (Z,y) se
postavlja da bude T, a r,(Z,y) da bude § i oba su pridruzena presecnoj tacki
J. U svakom koraku se te stare vrednosti za R, (Z, ) i r(Z,y) koriste kako bi
se izracunale nove. Kona¢ne vrednosti za R i r dobijene u presecnoj tacki i su
zeljene vrednosti R, i r, za tu putanju.

Primer 2 (Celobrojni koren — dokaz parcijalne korektnosti) Dokazati
parcijalnu korektnost programa koji za svaki prirodan broj x izracunava celobro-
gni koren broja z = | /x|, odnosno najvedi ceo broj k takav da je k < \/x.

Dijagramski program koji resava ovaj problem dat je na slici 3.

Metod koris¢en za reSavanje ovog problema baziran je na Cinjenici da je
143+5+...4+(2n+1) = (n+1)? zasvakon > 0. Pri tom se n izra¢unava u okviru
promenljive y1, neparni brojevi 2-n+1 u okviru ys a suma 1+3+5+. ..+ (2-n+1)
u okviru promenljive ys.

Dokazimo parcijalnu korektnost ovog programa u odnosu na ulazni predikat
o(z) : x > 0Axe > 0 koji éemo pridruziti tacki A na slici 4 i izlazni predikat
P(w, 2) 1 22 < 2 < (2 + 1)? koji éemo pridruziti tacki C.

Prvi korak u ostvarenju tog cilja je odredivanje presecne tacke programa B
kojom ¢e se izdvojiti sve moguée putanje izvrSenja programa.

U drugom koraku, tacki B ¢emo pridruziti sledeée induktivno tvrdenje:

Py, Y2, y3) 1Y ST Aya= (1 +1)2Ayz =2-y; +1

U okviru treéeg koraka, da bismo dokazali parcijalnu korektnost programa,
potrebno je jos da za svaku moguéu putanju izmedu dve tacke u programu
konstruisemo odgovarajuce relacije.

U ovom programu mozemo razlikovati sledecée tri putanje:

11



(s )

(yl, Y2, y3) - (0’ 0, 1)

Y2 <— Y2 + U3

(y1,92,93) < (0,0,1) =y

( mr )

Slika 3: Dijagramski program za izrac¢unavanje celobrojnog korena broja x

1. Putanja o (od tacke A do tacke B).
Njoj odgovarajuc¢a relacija je
() A T) = p(x,0,1,1)
koja se svodi na
r>0=[02<2A1l=(0+1)2A1=2x0+1]

2. Putanja B (od tacke B do tacke B).
Njoj odgovarajucéa relacija je
(2,91, 92,93) Ny2 < 2] = pla,yi + 1,y2 +y3 + 2,y3 + 2)
koja se svodi na
i <ahya= (i +1)2Ays =25y + 1Ay <] = [(1n+1)? <
TAYys+ys+2= (1 +2° Ays +2=2%((y1 +1) +1]

3. Putanja v (od tacke B do tacke C).
Njoj odgovarajuc¢a relacija je
[P(%, Y1, Y2, ¥3) Ay > o] = (2, 41)
koja se svodi na
Wi<aAy= W +1)°Ays =25y + 1Ay >a] =47 <z <(y+1)°

Kako su sve ove relacije tacne, na osnovu Floyd-ove metode o induktivnom
tvrdenju, nas program je parcijalno korektan u odnosu na ulazni predikat () :
x> 0Aze > 01iizlazni predikat ¥ (x,2) : 22 <z < (2 + 1)2

12



(y1,y2.y3) < (0,0,1)

Y2 <— Y2 + U3

Bé» ————— p(@,y1,y2,¥3) Y2 <z Ayz=(y1 +1)2Ays =2y1 +1

L( v > P

(y1,9y2.y3) < (0,0,1) zZ 1y

| C’% ————— W(x,2) 22 <z < (2+1)2

Slika 4: Dijagramski program za izrac¢unavanje celobrojnog korena broja x

2.3 Zaustavljanje

Pre ilustrovanja metode za dokazivanje zaustavljanja programa, uvedimo pojam
dobro-zasnovanog skupa.

Definicija 6 Za uredeni par (W, <), gde je W neki neprazan skup a < neka
binarna relacija definisana na skupu W, kaZemo da je parcijalno ureden skup
ako zadovoljava sledece uslove:

1. Tranzitivnost: ako jea < b i b < ¢ onda je i a < ¢, za sve a,b,c € W
2. Antisimetri¢nost: ako je a < b onda nije b < a, za sve a,b € W
3. Nerefleksivnost: ne vazi a < a ni za jedno a € W.

Definicija 7 Za uredeni par (W, <), gde je W neki neprazan skup a < neka
binarna relacija definisana na skupu W, kaZemo da je dobro zasnovan skup ako
je W parcijalno ureden i ako me postoji beskonacan opadajuci niz elemenata iz
W takav da je ag > a1 > as > ...

Pretpostavimo da imamo zadat dijagramski program i ulazni predikat .
Dokaz da se program zaustavlja za ulazni predikat ¢ se sastoji iz tri koraka:

1. Odredivanje skupa prese¢nih tacaka programa i svakoj takvoj tacki pri-
druzivanje tvrdenja q;(Z, §) takvog da je to dobro turdenje. To znaci da za
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svaku putanju « od startne tacke pa do j-te presecne tacke (bez posrednih
tacaka) vazi:

VZ[p(T) A Ra(T) = ¢;(Z,70(7))]

i da za svaku putanju a od presecne tacke i do j (bez posrednih tacaka)
vazi

VZvylqi(Z,9) A Ra(Z,9) = ¢;(Z,a(Z,9))]

2. Odredivanje dobro-zasnovanog skupa (W, <) i svakoj presecnoj tacki pri-
druzivanje parcijalne funkcije u;(Z,7) koja preslikava Dz x Dy u skup W
tako da je u;(Z,y) dobra funkcija. To znaci da za svaku preseénu tacku 4
vazi:

Vavylei(z,§) = ui(z,9) € W]

3. Dokazivanje da su uslovi zaustavljanja podrZani. To znac¢i da za svaku
putanju « od preseéne tacke i do j (bez posrednih tacaka) koja je deo
neke petlje vazi:

Vavy{ai(Z, ) A Ra(Z,y) = [wi(Z,9) = w;(Z,7a(2,9))]}
Teorema 2 (Metod dobro zasnovanih skupova (Floyd)) Ako na dati pro-
gram P i na ulazni predikat o(Z) primenimo navedena tri koraka i ukoliko su

svi uslovi zaustavljanja konstruisani u trecem koraku tacéni, onda se program
zaustavlja u odnosu na ulazni predikat o(T).

Primer 3 (Celobrojni koren — dokaz zaustavljanja programa) Dokaza-
ti da se program iz primera 2 koji za svaki prirodan broj x izracunava ceo deo
korena tog broja z = |\/x], zaustavlja.

U cilju dokazivanja da se program zaustavlja u odnosu na ulazni predikat
p(x) : x > 0 Az > 0 izabratemo dobro zasnovan skup (N, <) gde je N
skup prirodnih brojeva sa uobicajenim uredenjem u odnosu na relaciju <. Jed-
inu petlju u algoritmu ¢emo podeliti tatkom B kojoj ¢emo pridruziti tvrdenje
q(z,9) : y2 < x Ayz > 01 funkciju w(z,g) : ¢ — yo.

Mozemo primetiti da postoje dve putanje koje su od interesa:

1. Putanja oy (od tacke A do tacke B):
R,, je T ary, je (0,0,1)

2. Putanja o (od tacke B do tacke B):
Ra, jeyz+tys <@ ara, je (y1+1,y2+y3,y3 +2)
Dokaz se sastoji iz tri koraka, za sve cele brojeve =, y1, y2 1 y3:
1. g(z,y) je dobro tvrdenje.
Za putanju aq
o(z) = q(2,0,0,1)
tj.
r>0=[0<zAl>0].
Za putanju as
[g(z,y1,y2,y3) Ny2 +ys < 2] = q(z,y1 + 1,92 + Y3, y3 + 2)
t].
[y2 <2 AYyz >0Ay2 +ys <z] = [ya+ys <xAyz+2>0].
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2. u(z,y) je dobra funkcija.
q(z,y) = u(z,y) € N
tj.
[y2 <z Ays >0 =z —y2 > 0.

3. Uslovi zaustavljanja su zadovoljeni.
Za putanju as
[g(z, 1 Ny2 +ys < o] = [u(z, y1,92,93) > u(@,y1 + 1,92 + y3,y3 + 2)]
tj.
[y2 <z Ays >0Ay2s+ys <z]=[r—y2 >z — (Y2 + y3)]

(Naglasimo da se putanja «; ne razmatra zato $to nije deo ni jedne petlje.)

Kako su svi uslovi u sva tri koraka ta¢ni, na osnovu Floyd-ove teoreme o
dobro zasnovanim skupovima, program se zaustavlja za svaki prirodan broj x.

3 Dijagramski programi sa nizovima

Za opisivanje velike familije promenljivih u programu Kkoriste se nizovi. Na
primer, da bi se opisala grupa od 21 celog broja, umesto koris¢enja promenljivih
A, B, C, ..., T, U koriste se promenljive S[0], S[1], ..., S[20] gde je S niz od 21
elementa, a notacija odgovara matematickoj notaciji Sg, S1, ..., Sag-

3.1 Parcijalna korektnost

U ovom odeljku éemo razmatrati parcijalnu korektnost dijagramskih programa
sa nizovima i diskutova¢emo o nekim tesko¢ama koje se javljaju u radu sa ni-
zovima. Ignorisa¢emo jedan problem koji se tice korektnosti dijagramskih pro-
grama sa nizovima: nec¢emo proveravati da li se element zaista nalazi u grani-
cama niza. Na primer, ako pretpostavimo da program koristi niz od 21 eleme-
nata S[0], S[1], ..., S[20] i da u programu postoji iskaz oblika y < S[i + j] onda
moramo dokazati da kad god se dode do tog iskaza vazi 0 < i+j < 20, pri cemu
su 7 i j unutar granica niza. Ovaj dokaz moze se izvesti pridruzivanjem uslova
0 < i+ j < 20 strelici koja vodi do tog stanja i njegovom proverom primenom
indukcije.

Primer 4 (Bubble sort — dokaz parcijalne korektnosti) Dokazati parci-
jalnu korektnost programa bubble sort za sortiranje niza X[0], X[1], ..., X[n] od
n + 1 realnih brojeva u rastuéem poretku (slika 5).

Prvo $to treba uraditi je prepisivanje elemenata niza X u neki pomoéni niz
S, zatim treba izvrSiti premestanje elemenata ovog niza S i na kraju rezultat
treba upisati u niz Z koji je i rezultat rada programa. Ubuduce, operacija

(SU1, Sl + 1)) — (Sl + 1], 5]

¢e imati efekat zamene vrednosti elemenata S[j] i S[j + 1].
Ono sto treba dokazati je da kad god se program zavrsi, onda su ispunjeni sledeci
uslovi:
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1. Niz Z je permutacija elemenata originalnog niza X. To ¢emo ubududée
oznacavati sa perm(X,Z,0,n), pri ¢emu predikat perm(X,Z,k,l) oznacava
da su elementi Z[k], Z[k+1], ..., Z[l] permutacija elemenata X [k], X [k+1],
..., X[1]. (Po dogovoru, to je zadovoljeno ako je k > 1).

2. Elementi niza Z su uredeni u rastu¢em poretku. Ovu osobinu ubuduée
¢emo oznacavati sa ordered(Z,0,n), pri cemu predikat ordered(Z,k,l) ozna-

cava da su elementi Z[k], Z[k + 1], ..., Z[l] uredeni rastuée, odnosno da
vazi Z[k] < Z[k + 1] <,..., < Z[l]. (Po dogovoru, to je zadovoljeno ako je
k> ).

Dakle, potrebno je dokazati da je program parcijalno korektan u odnosu na
ulazni predikat
pn,X):n>0

i izlazni predikat
Yv(n, X, Z) : perm(X,Z,0,n) A\ ordered(Z,0,n).

Na slici 5 data je realizacija ovog algoritma.

Jasno je da je uslov perm(X,Z,0,n) zadovoljen, i to zbog toga Sto je jedina
operacija koja je primenjivana operacija (S[j], S[j +1]) < (S[j+1], S[j]), a ona
sadrzaj niza S ostavlja nepromenjenim, izuzev redosleda njegovih elemenata.

U cilju dokazivanja da je ordered(Z,0,n) tatno, potrebno je preseéi tri petlje
programa tackama B i C' i pridruziti im adekvatna induktivna tvrdenja (pogle-
dati sliku 5). Koristi¢éemo oznaku {S[k], S[k+1], ..., S[{]} za skup svih elemenata
S[m], k < m <1 (ovaj skup je prazan za k > l). Za svaka dva skupa realnih
brojeva T1 i Ts, sa Ty < T, oznacavamo da su svi elementi skupa 77 manji ili
jednaki od bilo kog elementa skupa T (5to je tacno i ako je neki od ovih skupova
prazan).

Induktivno tvrdenje moze biti iskazano na sledeé¢i nagin:

e p1(n,X,S,i) u presecnoj tacki B:

0 <i<nA ordered(S,i,n)

A{S[0], S[1], ..., S[i]} < {S[i + 1], 8[i + 2, ..., S[n]}

e po(n, X, S,i,7) u preseénoj tacki C:

0<i<nA0<j<iAordered(S,in)
A{S[0], S[1], ..., S[7]} < {S[i +1],S[i+2],...,S[n]}
A{S[0], 811, ..., Sl7 — 11} < {S[i]}

Postoji sest uslova provere koji se jednostavno dokazuju i to su:

1. Za putanju o (od tacke A do tacke B)

o(n,X) = p1(n, X, X, n)

2. Za putanju v (od tacke B do tacke D)

[p1(n, X, S,i) Ni=0] = (n, X, S)
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¢(n,X): n>0———————— A
S[k] — X[k
za svako k (0 <k <n)
i—mn
pl(ﬂ,X,S,'L‘)Z 0<i<n B
A ordered(S,i,n) ———————= =
AA{S[0],..., S[E} < {S[i +1],..., S[n]}
Zlk] — Slk
| rasvako k (0<k<n
|
! F
Y(n,X,Z): perm(X,Z,0,n) ordered(Z,0,n) j—0
p2(n, X, S,4,5): 1<i<n A0<j<i
A ordered(S,i,m) ~_
A{S[0],..., 8]} < {S[i+1],...,S[n]} T><_
Agstol S0 - 1y < (sl e
—=0C
< j=i SEA R
F
F
) (ShH)LSH+1) <
(S[i + 1], Sl
1
je—ij+1

Slika 5: Dijagramski program za sortiranje niza realnih brojeva algoritmom

bubble-sort (parcijalna korektnost)
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3. Za putanju 31 (od tacke B do tacke C)

[p1(n, X, S,i) ANi# 0] = p2(n, X, S,4,0)

4. Za putanju B (od tacke C' do tacke C preko strelice 1)
[p2(n, X, 8,4, 5) A (S[j] > S+ 1) Aj #i] = p2(n, X, 5,0, 5 +1)
5. Za putanju B3 (od tacke C do tacke C preko iskaza 2)
[p2(n, X, 8,1, 5) A (S[I] > S+ 1)) A # il = pa(n, X, Sx,4, 5 + 1)
pri ¢emu S* predstavlja niz S nakon zamene vrednosti elemenata S[j] i
Sl +1]
6. Za putanju B4 (od tacke C do tacke B)

[p2(naX78>iaj) /\j = Z] :>p1(n7X7S7i - 1)

3.2 Zaustavljanje

U poglavlju 2.3 predstavljen je metod za dokazivanje zaustavljanja dijagramskih
programa baziran na koriséenju dobro zasnovanih skupova. U praksi, veoma je
pogodno koristiti sledeéi poznati rezultat u vezi sa dobro zasnovanim skupovima
pri izvodenju dokaza zaustavljanja dijagramskih programa sa nizovima.

Teorema 3 Ako je (W, <) dobro-zasnovan skup, onda je to i (W™, <,,), gde je
W™ skup svih n-torki elemenata iz W, a <, je reqularno leksikografsko uredenje
skupa W™: (a1, a9, ...an) <n (b1,ba,..by) akko a; = by, ag =ba, ..., a;—1 = b;—1
ia; <b; zaneko i (1<i<n).

Primer 5 (Bubble sort — dokaz zaustavljanja programa) Dokazati da se
program iz Primera 4, koji vrsi sortiranje niza od n+1 realnih brojeva koriséenjem
algoritma bubble-sort, zaustavija.

U cilju izvodenja ovog dokaza, potrebno je koristiti dobro zasnovan skup
(N2, <5). Potrebno je presedi tri petlje programa preseénom tackom B i njoj
pridruziti sledece tvrdenje

i funkciju
(Pogledati sliku 6).
Dokaz se izvodi u tri koraka. Treba dokazati sledece uslove za sve vrednosti
1,7 1n:
1. q je dobro tvrdenje.
Za putanju od tacke A do tacke B

[p(n) An # 0] = g(n,n,0)
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pn): n>0———————— 5

S[k] — X[k
za svako k (0 <k <n)

Zk| — S|k
- K-Sk |1 —
ra svako k (0<k<n

F
j<0
g(n, i, j): 0<j<iAn1<i<n
u(t, j): (4, i —J) ~<_
\\ B
< =i A
F
: ‘ T
Sl > S[j+1]
F
3 (Sl Sl +1]) <
(S[i + 1], Sl
2
je—i+1

Slika 6: Dijagramski program za sortiranje niza realnih brojeva algoritmom
bubble-sort (zaustavljanje)
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Za putanju od tacke B do tacke B (preko strelice 1)
la(n,i,j) Aj =i Ai—1#0] = qln,i—1,0)
Za putanju od tacke B do tacke B (preko strelice 2 ili iskaza 3)

lq(n,i,5) Nj #i] = q(n,i,j+1)

2. u je dobra funkcija.
q(n,i,j) = uli,j) € N*

Sto se svodi na

0<j<iAnl<i<n]=[0<iA0<i—]]

3. Uslovi zaustavljanja su zadovoljeni.

Za putanju od tacke B do tacke B (preko strelice 1)
lq(n,i,g) A =i Ai—1%0] = [u(i,j) >2 u(i —1,0)]
Sto se svodi na
D<j<inl<i<nAj=iANi—1#0]=[(i,i—j) >2 (i—1,i—1)]
Za putanju od tacke B do tacke B (preko strelice 2 ili iskaza 3)
lg(n,i,5) Nj # i) = [u(i, ) >2 uli,j +1)]
$to se svodi na

O<j<inl<i<nAj#i=[(i—j)>2 (i (G+1))

Lako se moze dokazati da su svi ovi uslovi ispunjeni za sve vrednosti 4,7 i n, pa
odatle sledi da se program zaustavlja. (Ono $to se moze primetiti je da dokaz
zaustavljanja programa zavisi samo od vrednosti za ¢,5 i n i ni na koji nac¢in ne
zavisi od elemenata niza X.)

4 C-oliki programi

Do sada smo razmatrali klase dijagramskih programa (sa ili bez nizova) i uvideli
da je sustina verifikacije programa u na¢inu razmatranja petlji. U praksi, pro-
grami se piSu u linearnoj formi a petlje se mogu izraziti na veliki broj nacina.
U ovom poglavlju diskutovaéemo verifikaciju klase while programa, programa u
kojima su petlje izrazene u terminima WHILE petlje.

4.1 While programi

Definicija 8 While program se sastoji od konacnog niza naredbi B; razdvojenih
tacka-zarezima:
By; B1; Ba;...; By,

gde je By jedinstvena START naredba oblika
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START
y— [(z)
a svako B;, za 1 <1 <mn, je jedna od sledec¢ih naredbi:
1. Naredba DODELE:
y—9(@,9)
2. naredba USLOVA:

if t(Z,7) then B else B’
ili
if ¢(Z,y) do B
gde su B i B proizvoljne naredbe.

3. WHILE naredba:
while #(Z,y) do B
gde je B proizvoljna naredba.

4. HALT naredba:

z < h(z,7)
HALT

5. BLOK naredba:
begin B;; B;; ey B;c end
gde je B; za 1 < j < k proizvoljna naredba.

Ako je dat while program P i ulazna vrednost £ € D; za ulazni vektor Z,
tada program moze da se izvrSava. IzvrSavanje programa pocinje naredbom
START, 7 se inicijalizuje vrednoséu f(£) i nastavlja se na normalan nacin,
prateé¢i naredbe programa. Kad god se dode do naredbe DODELE, ¥ se za-
menjuje tekuéom vrednoséu funkcije ¢(z,y). Izvrsavanje USLOVNE i WHILE
naredbe moze da se opisSe dijagramima toka programa prikazanim na slikama 7,

8, 9).

Primer 6 (Celobrojni koren) Program koji izra¢unava celobrojni koren pri-
rodnog broja iz primera 2 moZe se napisati na sledeéi nacin:

START

(yla Y2, y3) — (07 L 1);

while yo <z do (y1,¥2,43) <« (y1 + 1,92 + y3 + 2,93 + 2);

2

HALT

Primer 7 (NZD) Program koji izrac¢unava najvedi zajednicki delilac dva pri-
rodna broja moZe se napisati na sledeéi nacin:

START (y1,y2) < (z1,22);

while y; # y2 do if y; > ys then y1 < y1 —y2 else ys <« Y2 — y1;

zZ

HALT
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Slika 7: if ¢(Z,§) then B else B’

H(z, 9)

Slika 8: if £(Z,7) do B

4.2 Parcijalna korektnost

U svrhu dokazivanja parcijalne korektnosti while programa uvodi se sledeca oz-

naka:
{p(z.9)}B{a(z,9)}

gde su p i g predikati a B deo programa. Ovaj zapis oznacava da ako vazi p(Z, 3)
za vrednosti T 1 § neposredno pre izvrSavanja B, tada ako se B zavrsi onda e
q(z,y) da vazi za T i g nakon izvrsavanja B.

Ako zelimo da dokazemo parcijalnu korektnost za dati while program P u
odnosu na ulazni predikat ¢ i izlazni predikat 1), dovoljno je dokazati da vazi:

{o(@)}P{y(z,2)}.

U tu svrhu koristimo wverifikaciona pravila koja se sastoje od aksiome dodele
i od pravila izvodenja. Aksioma dodele opisuje transformacije programskih
promenljivih prilikom izvrsavanja naredbe DODELE. Pravila izvodenja omo-
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i o 4z,7) )

T

Slika 9: while ¢(z,y) do B

gucavaju izraze manjih delova programa da se kombinuju u izraze koje obuh-
vataju veée delove programa. Da bi mogla da se primenjuju pravila, prvo se
izvode izrazi oblika {p} B{q} za svaku naredbu DODELE B programa, koristedi
aksiomu dodele. Dalje se primenjuju pravila izvodenja dok se ne dode do zeljenog

izraza {¢} P{¢}.

Pravila izvodenja se opisuju na slede¢i nacin:

o a1 ias
— 111
B B

gde su ay i ag preduslovi tj. uslovi pod kojima pravilo moze da se primeni, a
0 posledica tj. izraz koji se izvodi dedukcijom. Svaki preduslov je ili izveden
izraz koji je ranije utvrden ili logicki izraz koji treba da bude dokazan zasebno
u obliku leme.

Verifikaciona pravila su:

1. Aksioma dodele:
{p(z,9(%,9))}7 — 9(z,9){p(7,9)}

2. Uslovna pravila:

{pAt}Bi{q} i {p At} Ba{q}
{p} if t then By else Ba{q}

{fpnt}B{g}i{pA -t} =gq
{p} if t do B{q}

Napomena: formula {p A =t} = ¢ je logicki izraz koji treba shvatiti kao
dobro zasnovanu logicku formulu gde su sve njene promenljive implicitno
vezane univerzalnim kvantifikatirima, tj:

vavg{p(z,9) A —t(Z,9)} = ¢(Z,7)]

3. While pravilo:
{p At} B{p}
{p} while t do B{p A -t}
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Pravilo za WHILE naredbu se zasniva na ¢injenici da ako se izvrsi telo
petlje B, onda WHILE naredba ostavlja tvrdnju p invarijantnom (tj. p je
uvek tacno kada se izvrse naredbe B, pri ¢emu takode vazi da je p tacno
i prilikom inicijalizacije), pa je p taéno posle proizvoljnog broja iteracija
izvrsavanja B.

4. Pravilo nadovezivanja:

{p}Bi{q} i {p}B2{r}
{p}B1; Ba{r}

5. Poslediéno pravilo:
{p}B{a}ig=r
{p}B{r}

p=qi{g}B{r}
{p}B{r}
Primetimo ponovo da su p = ¢ i ¢ = r logicki izrazi koji treba da su
dokazani zasebno kao leme.

Teorema 4 (Metod verifikacionih pravila (Hoare)) Neka su dati while pro-
gram P, ulazni predikat o(Z) i izlazni predikat (y). Ako se primenom verifika-
ctonth pravila moZe izvesti

{o(@)}P{v(z, 2)}
tada je P parcijalno korektan program u odnosu na ¢ i .

Verifikaciona pravila mogu da se kombinuju tako da formiraju nova pravila
koja su pogodnija za upotrebu. Ta pravila se obi¢no zovu izvedena verifikaciona
pravila. Neka od njih su:

1. Pravilo dodele (dobija se iz aksiome dodele i posledi¢nog pravila):

p(7,9) = q(7,9(7,7))
{p(z,9)}y — g(z,9){q(Z,9)}

2. Pravilo dodele sa ponavljanjima (dobija se iz pravila dodela i pravila
nadovezivanja):
p(fi', g) = Q(i.7 gn(j7 g’nfl(i.7 ) 92(3?7 g1 ((E7 g)))))
{p(z,9)}y — 9(z, 9){a(z, 9)}

3. Modifikovano while pravilo (dobija se iz while pravila i posledi¢nog prav-
ila):
{fpnt}B{qg}i{pn—t} =q
{p} while ¢t do B{q}

4. Modifikovano posledi¢no pravilo (dobija se iz pravila nadovezivanja i po-
sledi¢nog pravila):
{p}Bi{g} i {r}Ba{s}tiqg=r
{p}B1; Ba{s}
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Primer 8 (Celobrojni koren — dokaz parcijalne korektnosti) Dokazimo
parcijalnu korektnost programa 6 za izracunavangje celobrojnog korena prirodnog
broja u odnosu na ulazni predikat ¢(x) : x > 0 i izlazni predikat ¥(x,z) : 22 <
z < (2+1)2

Program je:

START

(y17y27y3) — (07 1a 1)7

while yo < @ do (y1,%2,¥3) < (y1 + L, y2 +y3 + 2,93 +2);
Z <

HALT

U dokazu ¢emo koristiti sledeé¢i predikat:

R(z,y1,y2,93): (W3 <) A(y2=(y1+ 1)) A(ys =2y +1)

Dokaz se moze izvesti formalno na sledeéi nacin:

z>0= R(x,0,1,1) Lema 1
{z >0}

(Y1, Y2, y3) < (0,1,1)

{R(x,y1,Yy2,Y3)} Pravilo dodele (linija 1)
R(x,y1,92,y3) Ny2 <@ = R(yr + Lya +y3 + 2,93 + 2) Lema 2

{R(7,y1,92,y3) Ny2 < x}

(Y1,92,u3) — (Y1 + 1, y2 +y3 +2,y3 +2)

{R(z,y1,y2,Y3)} Pravilo dodele(linije 4)
{R(z,y1,92,93)}

while y2 <z do (¥1,¥2,¥3) < (y1 + 1,92 + Y3 + 2,43 +2)

{R(x,y1,Y2,Y3) ANy2 > x} while pravilo(linija 4)
{z >0}

(Y1,y2,93) < (0,1,1)

while yo < x do (y1,%2,¥3) < (y1 + L,y2 +y3 + 2,93 +2)

{R(2,y1,Y2,y3) Ny2 > x} Pravilo nadovezivanja (linije 2 i 5)
Rz, y1,y2,y3) Ay2 >z = yf < < (1 +1)° Lema 3
{R(l’, Y1, Y2, y3) NYg > '1:}

2

{22 <z <(z+1)%} Pravilo dodele (linija 7)
{z >0}

(yl?yQay?)) — (07 1a 1)

while y» < do (y1,¥2,93) < (Y1 + 1,02 +ys + 2,43 +2)

2=

{Z2<z<(z+1)?% Pravilo nadovezivanja (linije 6 i 8)

Dakle, s obzirom na to da su leme 1, 2 i 3 tacne, navedeni dokaz povlaci
da je program parcijalno korektan u odnosu na ulazni predikat z > 0 i izlazni
predikat 22 < 2 < (2 +1)2.

Kao i kod metoda iduktivnog tvrdenja, izbor predikata je sustinski deo
dokaza. Proces odredivanja pogodnog predikata zahteva duboko razumevanje
svojstava programa. Bilo bi dobro ako bi to bilo obezbedeno od strane pro-
gramera za svaki program koji piSe, i to u vidu komentara na odgovaraju¢im
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mestima u kodu. Na primer, prikladan na¢in za prikazivanje pograma za celo-
brojno deljenje bi bio (komentari su navedeni u zagradama):

START
{z =0}

(y1,92,93) < (0,1,1);

while yo <z do {(yf <) A(y2 = (y1 + 1)*) A (ys = 2y1 + 1)}
(Y1,92,93) < (y1 + L, y2 +y3 + 2,93 + 2);

2=

{## <z <(z+1)?}

HALT

4.3 Totalna korektnost

Prethodna pravila omoguéavaju dokazivanje samo parcijalne korektnosti while
programa. Sa ciljem da proSirimo metod radi dokazivanje totalne korektnosti,
uvodimo sledeé¢u notaciju:

{p(z,9)}B{a(z,9,9)}
y)

sa znacenjem da za svako T i § ako vazi p(T, %) neposredno pre izvriavanja B,
izvrsavanje programa B ¢e se zavrsiti i vaziée q(T,¥,7’) gde je g’ skup rezul-
tujuéih vrednosti za y. Kako se T ne menja u toku izvrSavanja progama, umesto
p(,9) i q(z,5,5) pisacemo krace p(g) i 4(3, 7).

Nova verifikaciona pravila zaustavljanja su:

1. Pravilo dodele: o
vyvy'[p(y

Y)Y = [(H) = a9
{p(@)} y

Y
— fW)i{a(w,9)}

A
Yy

2. Uslovna pravila:

{p(@) At(H)}B{a(y.9)}

{p(@) Nt(H)}B2{q(5,7')}
{p(y)} if t(y) then By else Ba{q(y,7')}

vivy'lp(@) A —t(y) = 45,7l
{p(@)} if t(y) do Biq(y, ')}

3. Pravilo nadovezivanja:

{p@)}B{a(7.7)}
{p2(9)} Ba{a2(9,9')}

Vovy'la(9,9') = p2(7')]

Vovy'vy g (5, 7') N a (i, 5") = a(5,5")]
{p1(9)}B1; B2{q(7,7")}
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4. Posledi¢no pravilo:
{r(»)}B{a(y,9')}
Vylp(y) = r(y)]
{p(@)}B{a(y,9')}

{p(@)}B{s(y,y

B
vovy's(9) = q(y
{r(®)}B{a(y.9')

}
}

)

}
5. Ili pravilo:

{p(®)}B{a(y,9")}

{p2(9)}B{a(y,9')}

{p1(¥) vV p2(9)} B{a(y,

v}
6. I pravilo:
{p@)}B{a (9,9}

{r(®)}B{e2(9,9")}
@)} B{a(9,9') N a2(9,9')}

7. While pravilo:
{p() ANt(9)}BLa(7,7") A [u(@) < u(y)]}
Vvl (9,9') M) = p(7)]

Vv vy (5. 7)) A, 5") = a(5,5")]

Vylp(y) A =t(y) = q(9,9")]
{p(y)} while t(g)do B {q(y,9") A =t(7')}

gde je (W, <) dobro zasnovan skup i w: Dz x Dy — W.

Teorema 5 (Metod verifikacionih pravila zaustavljanja (Manna i Pnueli))
Neka su dati while program P, ulazni predikat ¢(Z) i izlazni predikat ¥(g). Ako
se primenom verifikacionih pravila zaustavljanja moZe izvesti

{p(@2)}P{e(z,2)}

tada je P totalno korektan program u odnosu na ¢ i .
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