Zadatak 1 Dokazati da ne postofi nijedna reé x abuke & = Ja, b} za koju vaii
Jednakost xa = bx.
Resenje:
[zvedimo dokaz matematickom indukeijom po duzini redi =
1% ¥a praznu reé ¢ ne vazi jednalkost ca = be (jer je a # B), pa tvrdenje vagi
ga re¢ r duzine 0.
Za|z| =1, vail x = a il @ = b, Medutim, kako je aa = ba 1 ba == bb, sledi
da tvrdenje vail za reél » dugime 1.
2 Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reéi dugine n — 2 1 dokagimo da
onda vazi 1 za redl dugine n,

Pretpostavime suprotno — da postoli reé z dufine n takva da vagl za = b,
Dakle, reé & pocinje slovom b, a zavréava se slovom a, pa reé = mogze biti
napisana u obliku x = bya, gde je y re¢ dutme |x| - 2 = »n— 2. Onda vazi;

byoa = bhya |
odakle nakon slkradivanja sledi
ya =by |

t]. ret y je resenje zadate jednacine i |y| = = — 2, sto je u kontradikeiji

sa induktivnom pretpostavkom, odakle sledi da ne postoji reé z dugine n

takva da vaii ra = b,

Tvrdenje je dokazanc za reél dugine 0 i 1, pa, iz dokezanog mduktivnog

koralea, sledi da tvrdenje vagl za sve prirodne brojeve, éime je dokszano da ne
postoji nijedna re¢ o azbulke ¥ = {a, b} za koju vazi jednakost xa = bz,

Zadatak 2 Resiti nad azbukom ¥ = {a.b, ¢} jednadinu po x: ar = ra.

Resenje:
Skup resenja jednatine je skup reél oblika o, (# = ).

(2): Fnosveko n > 0, red a™ jeste redenje, jer pa™ = a™! = a"a.

(Zh: Indukeijom po dufini red r dokazujemo da je svako resenje oblika a®
(n > 0).
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(1%} Za |x| = 0, odnosne = = ¢ iz az = ra sledi = = a”.

Za|r|=lizar=raslediz=a,tj. r=al.

(2%} Pretpostavimo da je tvrdenje tatno za sve reél dugine n—2 i dokazimo
da je tacno 1 za reél dugine n. MNeka je || = » 1 neka je ar = za
Dakle, red » potinje i zgavriava se slovom a, pa je x = aya, gde je y reé
nad zadatom azbukom dugine n—2. Skrafivanjem se iz aaya = ayaa
dobija ay = ya, pa je red y redenje zadate jednaéine duiine n—2. Na
osnovu induktivne pretpostavke, reé y je oblika o, n = 0, pa je reé
a oblika a®+2 5 =0,

Diakle, svalo resenje date jednacine je oblika a™ (n = 0).

Diakle, skup resenja jednacine je skup reci oblika o™ (n = 0).

Zadatak 3 Odrediti jezik generisan gramatikom G = (N U P 5), gde je N =
(51,

E = {a, b},

P={5—af (17),5 =& (29}

Regenje:

. , . .. 12 s i 1" e
(Primer izvodenja u gramatici &7 5 = a5 = aaS = acaS = anab)
Dickagime da vadi:

L(G) = {a"b | n & Ng} .

1 Svaka zavréna re¢ koja se izvedi u gramatici & je oblika 2bn = Na.

Dokazimo indukcijom jace tvrdenje:

Lema 1 Sve redeniéne forme koje mogu biti izvedene w gramatici G su

oblika a8 ili oblika a™b (me No).

Dokaz indukeijom po duzni izvodenja:

(1) & = 0 U izvodenju nije primenjenc nijedno pravilo izvodenja, tj.
izvodenje je trivijalno; za poéetni simbol 5, dakle, dobija se takode rec 5.
Kako je § = a8, tvrdenje vagi za k = 0.

(2) Pretpostavimo da tvrdenje vazl za sva izvodenja élja je dufina manja
od & 1 dokazimo da vazi 1 za izvodenja dugine k.

Neka se rei w moze dokazati u k koraka: § = w. Tada postoji reé w' za
kaju vaii 5 "= = w. Retw jeizvedena izvodenjem dufine k— 1, pa je,
na osnovi induktivne hipoteze, w' oblika a®5 ili oblika a™h (n = Ma). Res
w se netrivijalne (zvodenjem dugine 1) wvodi iz redl w', pa w’ mora da
ima nezgavrinih simbola. Dakle, w' je oblika a™5. Ako je u k—tom koraku

primenjenc pravilo 1%, onda je w oblika a® 5 a ako je primenjenc pravila
2%, onda je w oblika a™b,

Dakle, sve refi koje mogu hiti izvedene u gramatici & su oblika o"5 ili
oblika a™b (1 = Ng), 3t je 1 trebalo dokazati.

MNa osnovu leme, svi élanovi izvodenja (sve red koje mogu biti izvedene
u gramatici &) su oblika ™5 ili oblika a™b (n = Ng), pa 1 zavréne reci —
reci ber nezavranih simbola. Zavrine redl ne mogu biti oblika o5 {jer je
S negavrini simbol), pa su sve zavrane reci oblika a™b (n & Ng)j. Dakle,

L{G) C {a~b|n = Ng} .

(18

: Bvaka re¢ a”b, n = Np, moge biti izvedena u gramatici .

Za proizvoljno n (n £ Ng) reé a™b moze bitl izvedena u gramatici G-
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Zadatak 4 (DOMACI) Odredits jezik generisan gramatikom & = (N. 2, P, §),
gde je N = S},

¥ = {a;b},

P={5—aSbh (11,5 - = (2"}

Zadatak 5 Odrediti gramatibu koja generide jezik W = 1a%0 | i = 0L

Reienje;

G=(N,E PS5, gde je N ={5},
Y= {a, b}
F={5—aab (17),5 — aaSh (2°}}

Deokazimo da vagi W = L{G).

In

Neka je w e W, ). neka je w = a® ¥ gde je i = 0.

w se mofe lzvesti u gramatici .

=

8 V5" (aa) 1851 K (aa)b.
Dakle, W C Li&).
'+ Indukeijom se moge dokazati da je svaki élan izvodenja w oblika a® Sb

{i = 0} ili oblika a®&* (i > 0), Zavrina reé w ne moze da sadrzi simbol S,

pa je oblika a2t (i = 0), edakle dledi W 2 L{G).

)



