5 ČAS

Na predhodnom času videli smo da je izraz za intenzitet brzine na putanji
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U perihelu putanje gde je [image: image2.emf] brzina je maksimalna i iznosi

[image: image3.emf]
Dok u afelu [image: image4.emf] ona je minimalna i iznosi

[image: image5.emf]
Zbog čega sledi da je [image: image6.emf]
Koristeći izraz 1 izrazimo veliku poluosu a
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Ali kako  znamo da je 
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Imaćemo da važi
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Izrazi (3) i (4) daju nam neke inetersantne osobine eliptičnog kretanja

[image: image10.emf]
A to je da velika poluosa kod eliptičnog kretanja je funkcija radijus vektora i kvadrata brzine. Znači velika poluosa nezavisi od smera brzine već samo od njenog intenziteta.

Na slici sve orbite imaju jedan isti početni radijus SP, brzine su istog intenziteta ali različitih pravaca, i imaju istu veliku poluosu a. Iz izraza 3 i 4 sledi da imaju jednake periode obilaska. Znači ako bismo pustili 3 tačke da se kreću iz tačke P sa istim intenzietom brzine ali rayličitog smera, one bi se posle istog vremena T vratile u položaj na putanji P.
[image: image11.emf]
Brzinu na eliptičnoj putanji možemo razložiti, pored onog što je standardno na tangencijalnu i radijalnu komponentu (vektori PD i PF), na dve komponente koje će biti stalne po intenzitetu: već smo rekli PD (tangencijalna stalna je po intenzitetu ali se menja po pravcu ) i (PH, koja je upravna na veliku osu i ne menja pravac ni intezitet)

Imaćemo da je 

[image: image12.emf](5)
Iz polarne  jednačine elipse [image: image13.emf]  i izraza za 2struku sektorsku brzinu  [image: image14.emf] imamo da je [image: image15.emf]  i [image: image16.emf]
Tako da ako gornja dva izraza zamenimo  u (5) dobićemo da je
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Kako se može našisati da je 

[image: image18.emf]
Dobjamo da je
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ZADATAK

Šta se dešava na kružnoj putanji  sa ovako definisanim komponentama brzine?

UGAO IZMEDJU VEKTORA BRZINE I RADIJUS VEKTORA

Neka je ( ugao izmedju radijus vektora SP i vektora brzine PE. Tada važi
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Iz prve jednakosti u 8 i koristeći [image: image22.emf] , [image: image23.emf] i [image: image24.emf] dobijamo da je 
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Iz poslednjeg izraza možemo dobiti e

[image: image26.emf]
ODREDJIVANJE POLOŽAJA TELA NA ELIPTIČNOJ PUTANJI

Znamo da su integral površine i vis viva integral dati sledećim jednačinama

[image: image27.emf]
Ako u drugoj jednačini eliminišemo [image: image28.emf] tako što ubacimo prvu jednačinu dobićemo da je 

[image: image29.emf](10)
Neka n predstavlja srednje ugano kretanje tela na orbiti  [image: image30.emf] i ako ovu jednakost ubacimo u 10 i izrazimo n tada je [image: image31.emf](11)

U cilju normalizacije dobijenog integrala na desnoj strani, uvedimo smenu

[image: image32.emf] odakle je [image: image33.emf](12)

Ugao E zvaćemo ekscentrična anomalija. Tada 11 postaje [image: image34.emf] što posle integracije daje [image: image35.emf]
Izraz [image: image36.emf]je ugao, jer je n ugao, koji bi opisao radijus vektro da se kreće uniformno. Tu vrednost uobičajeno označavamo sa M i zovemo srednja anomalija. Zato je

 [image: image37.emf](13)

Kada je dato vreme, tada se može rešiti 13 po E. Tada se r i ( mogu naći iz 12 i polarne jednačine elipse. Jednačina 13 je poznata kao Keplerova jednačina, ona je transcedentna po E, tako da se rešenje ne može prikazati kao konačan broj termova.
Geometrijso izvodjenje Keplerove jednačine

Konstruišimo elipsu i oko nje krug kome je poluprečnik jednak velikoj poluosi elipse, što je prikazano na sledećoj slici

[image: image38.emf] Neka je telo na elipsi u položaju P, i neka je ugao AFP jednak pravoj anomaliji. Označimo ugao ACQ sa E i pokažimo da je on ekscentrična anomalija i da je vezan sa srednjom anomalijom preko keplerove jednačine.
Iz zakona površina i osobina kruga i činjenice da je [image: image39.emf] imamo da je (M(2()=area AFP(area elipsa=area AFQ(area krug
Kako je areaAFQ=area ACQ-areaFCQ=[image: image40.emf] dobijamo da je 

  [image: image41.emf]
Veza izmedju prave i ekscentrične anomalije

[image: image42.emf]
Imamo da je [image: image43.emf] i  kako je [image: image44.emf]
Zbog čega je [image: image45.emf](14)
Osim toga na osnovu osobina elipse znamo da je [image: image46.emf](15)

pa je [image: image47.emf] ili [image: image48.emf](16)

Ako kvadriramo(16) i (14) i saberemo dobićemo da je [image: image49.emf](17)

Koristeći trigonometrijske izraze znamo da će važiti
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Odakle nalazimo da je [image: image51.emf](18)

Kombinovanjem izraza (14) i 17 dobijamo da je
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Analognim postupkom izvesti i sledeću jednakost

[image: image53.emf](20)

Ako podelimo izraze 19 i 20 dobićemo da je veza izmedju prave i ekscentrične anomalije data sledećim izrazom:

[image: image54.emf](21)

Kako je ranije pokazana veza izmedju srednje i ekscentrične anomalije time je omogućeno odredjivanje položaja nekog tela na njegovoj putanji u svakom trenutku.

REŠAVANJE KEPLEROVE JEDNAČINE

Pokažimo najpre da Kepelrova jednačina ima uvek tačno jedno rešenje, za svako vrednost M i e. Ako napišemo jednačinu u obliku
[image: image55.emf]
Neka M ima neku datu vrenost izmedju n( i (n+1)( gde je  n proizvoljan ceo broj.

Kada je  E= n( tada je [image: image56.emf] a kada je E=(n+1)(  tada je [image: image57.emf]
Posledično postoji neparan broj realnih rešenja u datom intervalu (n( , (n+1)( (. Ali kako je izvod
[image: image58.emf]
uvek pozitivan, tada funkcija [image: image59.emf] raste kontinualno sa E i postoji samo jedno rešenje.

REŠAVANJE DIFERENCIJALNIM KOREKCIJAMA

Predpostavimo da smo na neki način (koristeći Lagranžev razvoj ili se uzima da je E0=M0)došli do E0. Ako zamenimo  u Keplerovu jednačinu dobićemo da je

[image: image60.emf]
Nadjimo vrednost M koja se za malu korekciju razlikuje od M0, tj

[image: image61.emf]
Ako desnu stranu razvijemo preko Taylor formule imaćemo da je
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Kako je [image: image63.emf] imaćemo da poslednja jednačina postaje
[image: image64.emf]
                                                           Ovde je znak =

Više izvode možemo zanemariti jer su promene male pa dobijamo da je 

[image: image65.emf]
Sada možemo naći [image: image66.emf]
M1 možemo naći iz Kepelerove jednačine i druge korekcije postaju

[image: image67.emf]
Ovaj proces se može ponavljati sa unapred zadatom tačnošću.

ZADATAK

1.Poznato je za orbitu Jupitera T=11.8622 godina i e=0.04844. Izračunati sa tačnošću od 10 lučnih sekundi E Jupitera pet godina po prolazu kroz perihel svoje putanje.

2. Mala planeta se kreće po orbiti čija je e=0.21654 i T=4.3856 godine. Naći sa tačnošću od 1 lučnog minuta njen E 1.2841 godine po polazu kroz perihel.

3. Veštački satelit ima putanju čija a=1.0478 zemljinog radijusa i T=90.54min. Naći masu Zemlje izraženu u masama Sunca.
