4 ČAS

PROBLEM 2 TELA U RAVNI

Pošto smo odredili položaj ravni orbite uglovima i, (, spustimo se u tu ravan kako bismo našli jednačinu putanje. uzmimo da se xy ravan poklapa sa putanjskom ravni, u tom slučaju zosa se poklapa sa vektorom koji odredjuje ravan putanje pa jednačine kretanja postaju
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Problem je sada četvrtog reda (umesto šestog). Postoji više načina za rešavanje predhodne jednačine, ovde će biti upotrebljen metod koji je uobičajen u klasičnoj mehanici.
Ako oduzmemo jednu od druge gornje jednačine dobićemo da je
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Kada se zanene polarne koordinate
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Neka je A površina koju prebriše radijus vektor r tada je
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Pa je
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Odakle sledi da je površina koju prebriše radijus vektor proporcionalna vremenu.

Ako  sad jednačine (1) pomnožimo respektivno sa [image: image6.emf] i  [image: image7.emf] i saberemo dobićemo da je
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Integracijom predhodne jednačine imamo da je
[image: image9.emf](4)

Ova jednačina se zove vis viva integral. Pošto potencijal sila gravitacije je obrnuto proporcionalna rastojanju to znači da će neko telo (npr kometa) imati isti intenzitet brzine na datom rastojanju bez obzira da li se ono prbližava ili odaljava od masivnijeg tela. Tj ne zavisi od putanje.

Ako zamenimo polarne koordinate na levoj strani dobićemo da je
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Pošto znamo da je
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Tada je
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Ako eliminišemo dθ(dt  korišćenjem jednačine (2) dobijamo da je
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Koju možemo napisati u formi
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S obzirom na izraz pod korenom i oblasti definisanosti korene funkcije možemo uvesti smene

[image: image15.emf]
Tada jednačina (5) postaje

[image: image16.emf]
U kojoj su promenljive razdvojene pa se lako može integraliti

[image: image17.emf]
Ako vratimo smene dobijamo da je

[image: image18.emf](6)
Što je polarna jednačina koničnog preseka sa centrom u jednom od fokusa.
Elementi putanje izraženi preko konstanti integracije.

Videli smo da se nagib i čvor putanje izraženi preko konstanti integracije dati jednačinama (18)

Standardna jednačina konusnog preseka sa centrom u desnom fokusu je
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p je parametar, e je ekscentricitet , ω je ugao izmedju polarne ose i glavne ose konike

Ako uporedimo ovu jednačinu i jednačinu 6 dobijamo da je
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Poynato je da kada je e²<1 tada je elipsa i [image: image21.emf]kada je e²=1 tada je orbita parabola i p=2q, a kada je e²>1 tada je orbita hiperbola i [image: image22.emf]
Neka A0 predstavlja površinu opisanu u trenutku kada telo prolazi kroz perihel tada trenutak perihelskog prolaza se može naći iz jednačine 3
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Ovim je kompletirano odredjivanje elemenata putanje preko konstanti integracije.
SVOJSTVA KRETANJA

Predpostavimo da se telo kreće po elipsi. Tada ako jednačine (7) zamenimo u (2) i (4), tada one postaju
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Gde je V intenzitet brzine na putanji na rastojanju r od kooridnatnog početka.

Ako je putanja kružna tada je poznato iz geometrije da je r=a i
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Kada je putanja parabola tada je a=infinity i važi da je

[image: image26.emf]
Zato je na nekom rastojanju r odnos intenziteta brzina na paraboličnoj i kružnoj putanji
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Zato prilikom kretanja oko sunca, komete presecaju planetske putanje oko 1.414 puta brže nego što se planete kreću.

Iz racionalne mehanike je poznato da telo koje slobodno pada sa nekog rastojanja s na rastojanje r prema centru sile je
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Ako ovu jednačinu izjednačimo sa vis viva inetgralom dobijamo da je s=2 a
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Zato, brzina tela koje se kreće po elipsi je u svakoj tački jednaka onoj koju bi imalo da slobodno pada sa kružne putanje čiji centar je u fokusu elipse i radijus jednak velike ose elipse.
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Ako pogledamo još jednom jednačinu 11 uočićemo da je leva strana uvek pozitivna ili jednaka nuli, zbog čega će r imati samo one vrednosti koje obezbedjuju pozitivnu definitnost ovog izraza. Zato je r manje ili jednako 2 a kod bilo kog kretanja.

Ako gledamo drugu jednačinu u (9):

Ako je [image: image31.emf], a je pozitvno i putanja je elipsa, ako je [image: image32.emf], tada je a beskonačno i putanja je parabola, ako je [image: image33.emf] tada je  a negativno i putanja je hiperbola.
Neka su t1 i t2 dve epohe i neka su A1 i A2 odgovarajuće površine koje je prebrisao radijus vektor. Tada jednačina (3 ) postaje
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Ako je t2-t1=P, period revolucije, tada je A2 –A1 površina elipse. Ako zamenimo vrenost konstante c1 iz jednačina (7) tada je
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Znači period zavisi samo od velike poluose.

Ako posmatramo dva sistema masa m1, m2 i m1 ,m3 dobićemo da je

[image: image36.emf]
Ako je m1 masa sunca a m2 i m3 masa neke 2 planete tada su zbirne mase M31 i M12 približno jednake, jer su mase planeta zanemarljivo male prema masi sunca tada je
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Što je poznati treći keplerov zakon. Iz ove jednačine sledi da za različite planete konstanta k je jednaka, što indukuje da je gravitaciona sila direktno proporcinalna njihovim masama

Izbor jedinica i odredjivanje konstante k. 

Kada se izabere sistem jedinica za vreme,masu i rastojanje tada se iz 12 može odrediti konstanta k.

Ako se uzme da je srednji sunčev dan jedinica za vreme, velika poluosa zemljine putanje za rastojanje i masa sunca kao jedinica za masu, tada kažemo da je konstanta k Gausova konstanta (jer je tako Gaus definisao u  Theoria Motus)
Medjunarodna astronomska unija je 1976. godine usvojila vrednost za gausovu konstantu
k=0.01720209895
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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a=1 AU

m1= 1 M☼

P=365.2563835 days

m2=1/354710 M☼

Srednje kretanje možemo definisati kao
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Neka telo  masae mi ima preiod obilaska svoje putanje Pi, tada je po definiciji nejogovo srednje dnevno kretanje  ni=2((Pi.  U bacimo ovaj izraz u 12 i dobićemo da je

ni=(kdsqrt(m1+m2))(a(3(2)
ZADACI

1. Objasniti šta se dešava sa III Keplerovim zakonom ako je kretanje po paraboli.

2. Naći brzine planete, koja se kreće po elipsi, u perihelu i afelu. Kakav je njihov odnos.
3. Kosmički brod se kreće po kružnoj putanji radijusa r=4000km oko planete čiji je radijus R=3600km. Za kratko vreme se isključuju motori, zbog čega brod prelazi na eliptičnu putanju, koja dodiruje površinu planete sa suprotne strane. Koji deo kinetičke energije broda je izgubljen. 
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