Centar mase sistema n tačaka jednakih masa.

Geometrijski pristup.

Pod centrom mase sistema n tačaka (jednakih masa) podrazumevamo tačku, čije rastojanje od bilo koje proizvoljno odabrane ravni je jednako srednjem rastojanju svih ostalih tačaka od te ravni.

Neka su (x1,y1,z1), (x2,y2,z2),...,(xn,yn,zn) pravougle koordinate pomenutih tačaka, a (x,y,z) kooridnate centra mase tog sistema tačaka. Tada je

[image: image1.emf](32)

Ako je masa svake tačke m i ukupna masa sistema M=nm tada važi
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Treba pokazati da je rastojanje centra masa,(x,y,z), od neke proizvoljne ravni jednako srednjem rastojanju materijalnih tačaka od te ravni.
Neka je jednačina proizvoljne ravni data sa
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Rastojanje centra masa od te ravni, po poznatoj formuli iz analitičke geometrije biće
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A rastojanje proizvoljne materijalne tačke od te iste ravni dato je sa
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Iz izraza 32,33,i 35 dobijamo da je
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Centar mase sistema n tačaka nejednakih masa.
I slučaj: mase su srazmerne

Neka je jedinica mase m, tada je m1=mp1, m2=mp2,...tada je po definicija centra 
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II slučaj: mase čestica su neproporcionalne. Možemo uzeti za mernu jedinicu neku masu m koja je manja od bilo koje od n masa u sistemu, tada je bilo koja masa mi=jm+ri
Ukoliko m(0, tada i ostaci ri(0 pa važi jednačina 36. Ova jednačina će važiti u odnosu na bilo koji proizvoljno izabrani koordinatni početak i proizvoljno izabranu kooridnatnu ravan.

Centar teže (gravitacije)

Centar mase se često naziva centar teže jer svako uniformno gravitaciono polje deluje na neko telo tako kao daje njegova masa skoncentrisana u centru mase. Medjutim ako gravitacija ne deluje uniformno na telo tada se razlikuje centar mase od centra teže.

Čuvenu fizičar Feynman rekao je da:

The center of mass is sometimes called the center of gravity, for the reason that, in many cases, gravity may be considered uniform. ...In case the object is so large that the nonparallelism of the gravitational forces is significant, then the center where one must apply the balancing force is not simple to describe, and it departs slightly from the center of mass. That is why one must distinguish between the center of mass and the center of gravity."

Medjutim, mi ćemo se vezati za uniformno gravitaciono polje. Posmatrajmo system M na čije dve tačke P1 I P2 deluju sile f1 I f2, koje su paralelne i mogu se razložiti na komponente f i g1 i f i g2. Pošto se komponente f suprotno usmerene one se poništavaju i možemo posmatrati samo g1 i g2 koje deluju na tačku A. Razložimo ih tako da njihove komponente su paralelne P1 P2, tada će druge komponente biti u pravce AB, koja je paralena f1 i f2, i biće jednake f1 i f..
fi=mgi
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Iz odgovarajućih trouglova nalazimo da je
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I dobijamo da je 
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Ako bismo dodali još jednu silu f3 pokazalo bi se da važi
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 I tako dalje za proizvoljan broj sila.
Neka je dat sistem od n tačaka masa mi na koje deluje n paralelnih sila od sile Zemljinog privlačenja tada će važiti da je centar teže
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jednak  centru mase.

Zadatak: naći centar masa sledećih sistema, gde je r1 rastojanje centra masivnijeg tela od centra masa, a je rastojanje izmedju geometrijskih centara ta dva tela, R1 je radijus masivnijeg tela.
	Veće telo
	m1(mzem)
	Manje telo
	m2(mzem)
	a(km)
	r1 (km)
	R1(km)
	r1(R1

	Zemlja
	1
	Mesec
	0.0123
	384000
	
	6380
	

	Pluton
	0.0021
	Haron
	0.000254
	19600
	
	1150
	

	Sunce
	333000
	Zemlja
	1
	150000000
	
	696000km
	

	Sunce
	333000
	Jupiter
	318
	778000000
	
	696000km
	



Centar mase neprekidnog tela. Ako su čestice u telu ogromnog broja i njihovo medjusobno rastojanje je proizvoljno malo tada kažemo da se sistem približava neprekidnom telu. Zato se mogu iskoristi jednačine 37 za odredjivanje centra mase takvog tela ali pri uslovu da mi(0, m(dm a suma postaje odredjeni integral, tako da formule za odredjivanje centra mase postaju
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Gustina u bilo kojoj tački je granična vrednost proizvoljno male zapremine koja sadrži datu tačku i pri tom puštamo da data zapremina teži nuli. Ako  gustinu, u smislu predhodne definicije, označimo sa (, tada je element mase u pravouglim koordinatama
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Pa jednačine 38 postaju
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Nekad je jednostavnije da se elememt mase izrazi u funkciji polarnih koordinata
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Tada je, imajući u vidu sliku, [image: image19.emf] 

Pa je [image: image20.emf](40)

Osim toga znamo da je 
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Pa jednačine 38 postaju
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Element gustine ( takodje mora biti dat u funkciji koordinata.

Primena na nehomogenu kocku. Neka gustina nehomogene kocke varira direktno sa kvadratom rasojanja od jedne njene strane (neka je koordinantni početak u jednom njenom vrhu). Tada je (=k x2, gde je k gustina po jedinici dužine. I ako je dužina strane kocke a tada jednačine 39 postaju
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Posle integracije dobijamo da je
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ZADACI

1. Naći koordinate centra mase tanke ploče oblika kvadranta elipse čije su poluose a i b.

2. Naći centar mase oktanta sfere, čiji je poluprečnik a.
      3.   Naći koordinate centra mase oktanta elipsoida čije su poluose a, b,c.

Centralna sila

Posmatraćemo uopšteno kretanje neke materijalne tačke pod dejstvom sile privlačenja ili odbijanja, čiji pravac prolazi kroz neku nepokretnu tačku, koju zovemo centrom sile. Tj podrazumevaćemo da ukupna rezultanta sila koje deluju na datu matrrijlanu tačku prolaze kroz uočeni centar sile. Koordinatni početak uzećemo da je u centru sile, a njen položaj u odnosu na centar sile definisaćemo radijus vektorom. Putanja materijalne tačke zvaćemo orbitom. U ovom slučaju to su ravanske krive. Ravan orbite odredjena je radijus vektorom položaja i početnom brzinom.

OSNOVNI ZADATAK JE IZVESTI OPŠTE ZAKONE KRETANJA KOJI VAŽE ZA CENTRALNE SILE

Zakon površine.

Ovaj zakon je u Njutnovim Principia. Ako se tačka kreće pod dejstvom centralne sile tada površine opisane radijus vektorom su propocionalni vremenskim trenucima u kojima su opisani.
Njutn je dao geometrijski dokaz. Ali ovde ćemo dati analitički dokaz
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Neka je f ubrzanje materijalne tačke P. Tada odgovarajuća ubrzanja duž x i y ose su:
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Negativan znak odnosi se na silu privlačenja a pozitivan na silu odbijanja.

Ako jednačinu (1) pomnožimo sa –y a drugu sa x i saberemo dobićemo
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Tada je posle integracije
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Gde je h konstanta integracije. Na osnovu razmatranja sa predhodnog časa o sektroskoj brzini tada je
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I posle integracije dobija se da je
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Gde se vidi da površina se je propocinalna vremenu što je i trebalo dokazati.

Obrnuti zakon površina. Neka je
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Ako diferenciramo po vremenu t tada je
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U pravouglim koordinatama je
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I ako ponovo diferenciramo po t dobićemo da je 
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Ova jednačina pokazuje da su komponente ubrzanja proporcionalne koordinatama

Zakon ugaone i linearne brzine.

Iz izraza za zakon površine u poranim koordinatama dobijamo da je
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Tj Ugaona brzina je obrnuto proporcionalna kvadratu radijus vektora.

Linearna brzina je data sa
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Neka je p dužina normale konstruisane iz koordinatnog početka na tangentu. Tada je 
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Zbog čega izraz za linearnu brzinu postaje
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Tj linearna brzina je obrnuto proporcionalna dužini normale konstruisane iz koordinatnog početka na tangentu

